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問 1. カーテンレールのランナーに長さ lで質量を無視できる剛な棒の端点をひっかける．その棒のもう一方の端点

に質量 mの質点をつける．カーテンレール上のランナーには右図のようにバネ定数 k のバネが取り付けられている

ものとする．摩擦は作用しないものとする．棒と鉛直方向のなす角度を θ とする．θ ≪ 1とし，sin θ ∼ θ, cos θ ∼ 1

が成り立つ．また，θ̇ は十分小さく，無視できるものとする．

1. バネが自然長のとき，ランナーの位置を原点とする．質点の位置 (x2, y2)

をランナーの位置 x1 と棒と鉛直方向のなす角 θを用いて表せ．

2. 棒は質量がないので，棒と質点が一体となった物体の質量中心は棒の端点

（質点のあるところ）である．この質量中心に関して，x方向の運動方程式

を立てよ．（授業で導出した方程式が得られるはずである．）

3. y 方向の運動方程式から，ランナーが棒に対して与える拘束力を R を求

めよ．

4. 原点まわりの質点の角運動量を求めよ．（このあと微分するので，微小項は

考慮しないこと．）

5. 原点周りの回転の方程式を立てよ．（授業で導出した方程式が得られるはず

である．）
解答

1.

x2 = x1 + l sin θ (1)

y2 = −l cos θ (2)

それぞれ時間微分すると次の式を得る．

ẋ2 = ẋ1 + l cos θ · θ̇ (3)

ẏ2 = l sin θ · θ̇ (4)

2. x 方向に作用する力はバネの復元力のみであるの

で，以下の式を得る．

mẍ2 = −kx1 (5)

式 (3)より，

ẍ2 = ẍ1 + l cos θ · θ̈ − l sin θ · θ̇2 (6)

である．式 (5)と (6)より，微小項を考慮して，

ẍ1 + lθ̈ +
k

m
x1 = 0 (7)

を得る．

3. y方向に作用する力は，拘束力Rと重力mgである．

mÿ2 = R−mg (8)

式 (4)より，

ÿ2 = −l cos θ · θ̇2 + l sin θ · θ̈ (9)

である．式 (8)と (9)より，微小項を考慮して，

R = mlθ · θ̈ +mg (10)

を得る．

4.

lz =m (x2ẏ2 − y2ẋ2) (11)

=m
[
(x1 + l sin θ)

(
l sin θ · θ̇

)
− (−l cos θ)

(
ẋ1 + l cos θ · θ̇

)]
(12)

=ml
[
x1 sin θ · θ̇ + l sin2 θ · θ̇

+ẋ1 cos θ + l cos2 θ · θ̇
]

(13)

= ml
(
x1 sin θ · θ̇ + lθ̇ + ẋ1 cos θ

)
(14)

1



5.

原点まわりの回転の方程式は次のように書ける．

l̇z = x1R− x2mg (15)

= x1R− (x1 + l sin θ)mg (16)

左辺を計算する．

l̇z =ml
(
ẋ1 sin θ · θ̇ + x1 cos θ · θ̇2 + x1 sin θ · θ̈

+lθ̈ + ẍ1 cos θ − ẋ1 sin θ · θ̇
)

(17)

=ml
(
x1 cos θ · θ̇2 + x1 sin θ · θ̈ + lθ̈ + ẍ1 cos θ

)
(18)

微小項を考慮すると，

l̇z = ml
(
x1θ · θ̈ + lθ̈ + ẍ1

)
(19)

を得る．式 (16)に式 (10), (19)を代入すると，

lθ̈ + ẍ1 + gθ = 0 (20)

を得る．
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